
Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå 2 � JÓÍÑÊÈ ÐÎÊ � 9. 6. 2022.

Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó � Åëåêòðîòåõíè÷êè ôàêóëòåò

Èìå è ïðåçèìå: Áðîj èíäåêñà:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. Ñóìà

Èñïèò òðàjå 90 ìèíóòà. Ñâàêè çàäàòàê âðåäè 10 áîäîâà.

1. Äàò jå èíòåãðàë

∫ e

1
x lnn x dx, n ∈ N0.

(à) Èçðà÷óíàòè I0 è I1.
(á) Îäðåäèòè êîåôèöèjåíòå an è bn òàêî äà âàæè In+1 = an In + bn.
(â) Èçðà÷óíàòè I3.

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó:

(à) ïîâðøèíå ôèãóðå êîjó çàêëàïàjó êðèâà y =
x

1 + x2
è ïðàâå y = 0 è x = 1;

(á) çàïðåìèíå òåëà íàñòàëîã ðîòàöèjîì äàòå ôèãóðå îêî x-îñå.
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3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ − x y = x3 y2.

4. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäîâà:

(à)

+∞∑
n=2

cos (nπ)

lnn
; (á)

+∞∑
n=3

ln

(
n+ 2

n− 2

)
; (â)

+∞∑
n=10

(
n

n+ 1

)n2

.
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5. Äàò jå ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà

x+ (1− a) y + az = 0
ax− y + z = 0

x− z = 0
y − (a+ 1) z = 0

.

(a) Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà a ∈ R, ïðèìåíîì Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâå òåîðåìå

äèñêóòîâàòè äàòè ñèñòåì.

(á) Ðåøèòè äàòè ñèñòåì çà a = 3.

6. Äàòà jå ìàòðèöà B =

 1 2 1
2 4 2
3 6 3

.
(à) Îäðåäèòè êàðàêòåðèñòè÷íè è ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå B.
(á) Îäðåäèòè Bn, n ∈ N0.
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7. Äàòå ñó ïðàâå m :
x− 2

1
=

y − 1

−1
=

z

2
è n : x = 3− y = 5− z.

(a) Ïîêàçàòè äà ñå ïðàâå m è n íàëàçå ó jåäíîj ðàâíè è îäðåäèòè »èõîâ ìå¢óñîáíè ïîëîæàj.

(á) Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ðàâíè π êîjà ñàäðæè òà÷êó S (1, 0, 3) è ïàðàëåëíà jå ðàâíè êîjà ñàäð-
æè ïðàâå m è n.
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� Ðåøå»à �

1. Èìàìî äà jå I0 =

∫ e

1
x dx =

x2

2

∣∣∣∣e
1

=
e2 − 1

2
è

I1 =

∫ e

1
x lnx dx =

 u = lnx, dv = x dx,

du =
dx

x
, v =

x2

2

 =
x2 lnx

2

∣∣∣∣e
1

−
∫ e

1

x

2
dx =

e2

2
− x2

4

∣∣∣∣e
1

=
e2 + 1

4
.

Äà§å âàæè äà jå
In+1 =

∫ e

1
x lnn+1 x dx =

 u = lnn+1 x, dv = x dx,

du = (n+ 1)
lnn x dx

x
, v =

x2

2


=

x2 lnn+1 x

2

∣∣∣∣e
1

− (n+ 1)

∫ e

1

x lnn x

2
dx =

e2

2
− n+ 1

2
In.

Îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå an = −n+ 1

2
è bn =

e2

2
. È íà êðàjó, ïðèìåíîì ïðåòõîäíå ôîðìóëå

äîáèjàìî I3 =
e2

2
− 3

2
I2 =

e2

2
− 3

2

(
e2

2
− I1

)
=

3

2
I1 −

e2

4
=

3e2 + 3

8
− e2

4
=

e2 + 3

8
.

2. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå ôèãóðå êîjó çàêëàïàjó êðèâà y =
x

1 + x2
è ïðàâå y = 0 è x = 1 jåäíàêà

jå P =

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

1

2
ln
(
1 + x2

) ∣∣∣∣1
0

= ln
√
2.

Âåëè÷èíà çàïðåìèíå òåëà êîjå äîáèjàìî ðîòàöèjîì ôèãó-

ðå êîjó çàêëàïàjó êðèâà y =
x

1 + x2
è ïðàâå y = 0 è x = 1

îêî x-îñå jåäíàêà jå

V = π

∫ 1

0

x2

(1 + x2)2
dx =


u = x, dv =

x dx

(1 + x2)2
,

du = dx, v = −1

2

1

1 + x2


= −π

2

x

1 + x2

∣∣∣∣1
0

+ π

∫ 1

0

1

2

dx√
1 + x2

= −π

4
+

π

2
arctg x

∣∣∣∣1
0

= −π

4
+

π2

8
=

π2 − 2π

8
.

3. Ó ïèòà»ó jå Áåðíóëèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà. Ñìåíîì z = y−1, z′ = −y−2 y′, jåäíà÷èíó
y′−x y = x3 y2, ñâîäèìî íà ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó z′+x z = −x3. Ìíîæå»åì äàòå

jåäíà÷èíå ñà e
∫
x dx äîáèjàìî z′e

∫
x dx + x ze

∫
xdx =

(
z e

∫
xdx
)′

= −x3e
∫
x dx. Îäàêëå ñëåäè äà

jå z = e−
∫
xdx

(
C −

∫
x3e

∫
x dxdx

)
. Èíòåãðàë

∫
x3e

∫
x dxdx =

∫
x3e

x2

2 dx ðåøàâàìî óâî¢å»åì

ñìåíå t =
x2

2
è ïðèìåíîì ìåòîäå ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå. Èìàìî äà jå∫

x3e
x2

2 dx = 2

∫
tetdt =

{
u = t, dv = et dt,
du = dt, v = et

}
= 2 t et − 2

∫
etdt = 2 t et − 2 et + C̃ =

(
x2 − 2

)
e

x2

2 + C̃.

Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà jå z = e−
x2

2

(
C −

(
x2 − 2

)
e

x2

2

)
= Ce−

x2

2 + 2 − x2, òj. y =
1

z
=

1

Ce−
x2

2 + 2− x2
=

e
x2

2

C + 2e
x2

2 − x2e
x2

2

.
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4.

(à) Êàêî jå cos (nπ) = (−1)n, òî jå îïøòè ÷ëàí ðåäà jåäíàê
(−1)n

lnn
, òå jå äàòè ðåä àë-

òåðíèðàjó£è. Âàæè äà jå lim
n→+∞

1

lnn
= 0 è íèç

{
1

lnn

}
n∈N

jå ìîíîòîíî îïàäàjó£è(
lnn < ln (n+ 1) ⇒ 1

lnn
>

1

ln (n+ 1)

)
, îäàêëå íà îñíîâó Ëàjáíèöîâîã êðèòåðèjóìà ñëå-

äè äà ðåä

+∞∑
n=2

cos (nπ)

lnn
êîíâåðãèðà.

(á) Çà îïøòè ÷ëàí ðåä âàæè ln

(
n+ 2

n− 2

)
= ln

(
n− 2 + 4

n− 2

)
= ln

(
1 +

4

n− 2

)
∼

4

n− 2
∼

4

n
,

êàäà n → +∞, îäàêëå íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà ñëåäè äà ñó ðåäîâè
+∞∑
n=3

ln

(
n+ 2

n− 2

)
è

+∞∑
n=3

4

n
åêâèêîíâåðãåíòíè. Êàêî ðåä

+∞∑
n=3

4

n
äèâåðãèðà (òî jå õàðìîíèjñêè

ðåä), ñëåäè äà äèâåðãèðà è ðåä

+∞∑
n=3

ln

(
n+ 2

n− 2

)
.

(â) Âàæè äà jå n
√
an =

(
n

n+ 1

)n

=

(
n+ 1− 1

n+ 1

)n

=

(1 + 1

−(n+ 1)

)−(n+1)
− n

n+1

, ãäå jå

an îïøòè ÷ëàí ðåäà. Èìàìî äà jå lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

(1 + 1

−(n+ 1)

)−(n+1)
− n

n+1

=

e−1 =
1

e
. Êàêî jå

1

e
< 1, íà îñíîâó Êîøèjåâîã êîðåíîã êðèòåðèjóìà ñëåäè äà ðåä

+∞∑
n=1

an

êîíâåðãèðà.

Äàêëå, êîíâåðãåíòíè ñó ðåäîâè ïîä (à) è (â).

5. Äàòè ñèñòåì jå õîìîãåí. Ïðåìà Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâîj òåîðåìè, õîìîãåí ñèñòåì jå óâåê ñàãëà-

ñàí, jåð jå ðàíã ìàòðèöå õîìîãåíîã ñèñòåìà óâåê jåäíàê ðàíãó ïðîøèðåíå ìàòðèöå òîã ñèñòåìà.

Äà áèñìî óòâðäèëè ïðèðîäó ðåøå»à äàòîã ñèñòåìà, äîâî§íî jå îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà

êîjó £åìî îçíà÷èòè ñà A. Ïðèìåòèìî äà ðàíã îâå ìàòðèöå ìîæå äà áóäå jåäíàê íàjâèøå 3.

(à) Çàìåíèìî ìåñòà ïðâîj è òðå£îj âðñòè ìàòðèöå A, à ïîòîì ïðâó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −a
äîäàjìî äðóãîj âðñòè è ïðâó âðñòó îäóçìèìî îä òðå£å âðñòå. Äîáèjàìî

A =


1 1− a a
a −1 1
1 0 −1
0 1 −a− 1

 ∼=


1 0 −1
a −1 1
1 1− a a
0 1 −a− 1

 ∼=


1 0 −1
0 −1 1 + a
0 1− a a+ 1
0 1 −a− 1

 .

Çàòèì äðóãó âðñòó îäóçìèìî îä òðå£å âðñòå è äðóãó âðñòó äîäàjìî ÷åòâðòîj âðñòè. Ïîòîì

çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj êîëîíè. Ñëåäè

A ∼=


1 0 1
0 −1 1 + a
0 2− a 0
0 0 0

 ∼=


1 1 0
0 1 + a −1
0 0 2− a
0 0 0

 .

Çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 3 çà a ∈ R\{−1, 2}, èíà÷å jå rangA = 2. Äàêëå, çà a ∈ R\{−1, 2}
ìàòðèöà A èìà ìàêñèìàëàí ðàíã, êîjè jå èñòîâðåìåíî jåäíàê áðîjó ïðîìåí§èâèõ ó ñèñòåìó,

ïà äàòè ñèñòåì ó òîì ñëó÷àjó èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å è òî jå òðèâèjàëíî (íóëà) ðåøå»å.

Èíà÷å, ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à ó êîjèìà ôèãóðèøå jåäàí ðåàëàí ïàðàìåòàð.
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(á) Íà îñíîâó äåëà ïîä (à) çàê§ó÷ójåìî äà äàòè ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å çà a = 3 è òî

ðåøå»å jå òðèâèjàëíî.

6. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå φB(λ) = det(B − λI3) =∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 1
2 4− λ 2
3 6 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1 − λ)(4 − λ)(3 − λ) + 12 + 12 − 3(4 − λ) − 12(1 − λ) − 4(3 − λ) =

12 − 7λ + λ2 − 12λ + 7λ2 − λ3 + 24 − 12 + 3λ − 12 + 12λ − 12 + 4λ = 8λ2 − λ3 = λ2(8 − λ).
Êàêî ìèíèìàëíè è êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîìè èìàjó èñòå ôàêòîðå, êîíêóðåíòè çà ìèíèìàëíè

ïîëèíîì ìàòðèöå B ñó µ1(λ) = λ(λ − 8), µ2(λ) = −φA(λ). Ïî äåôèíèöèjè, ìèíèìàëíè ïîëè-

íîì ìàòðèöå B jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjíèæåã ñòåïåíà êîjè ìàòðèöà B àíóëèðà. Èìàìî äà jå

B(B− 8 I3) =

 1 2 1
2 4 2
3 6 3

 ·

 −7 2 1
2 −4 2
3 6 −5

 = O3×3, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå µ(λ) = λ(λ− 8)

ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå B. Èìàìî äà jå B2 = 8B, îäàêëå jåäíîñòàâíî ïîêàçójåìî äà jå

Bn+1 = 8nB, n ∈ N. Ñà äðóãå ñòðàíå, ìíîæå»åì jåäíàêîñòè B2 − 8B = O3×3 ñà Bn, n ∈ N0

äîáèjàìî Bn+2 − 8Bn = O3×3. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå λ2 − 8λ = 0. �åíè

êîðåíè λ1 = 0 è λ2 = 8 ñó ðåàëíè è ðàçëè÷èòè, ïà jå îïøòå ðåøå»å ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå äàòî ñà

Bn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 = C2 8

n. Êàêî jå B2 = 8B, çà n = 2 äîáèjàìî äà jå C2 =
1

64
B2 =

1

8
B. Ïðåìà

òîìå, èìàìî äà jå Bn = 8n−1B, çà n ∈ N \ {1}.

7. Ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå m jå

x = t+ 2, y = −t+ 1, z = 2t, t ∈ R,

äîê jå ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå n jåäíàê

x = s, y = −s+ 3, z = −s+ 5, s ∈ R.

(a) Èç jåäíà÷èíà ïðàâèõ m è n çàê§ó÷ójåìî äà òà÷êà M (2, 1, 0) ïðèïàäà ïðàâîj m è äà jå

âåêòîð ïðàâöà ïðàâå m äàò ñà −→vm = (1,−1, 2), êàî è äà òà÷êà N (0, 3, 5) ïðèïàäà ïðàâîj n
è äà jå âåêòîð ïðàâöà ïðàâå n äàò ñà −→vn = (1,−1,−1). Ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà −→vm, −→vn
è
−−→
MN jå [−→vm,−→vn,

−−→
MN

]
=

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
1 −1 −1

−2 2 5

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 0 3
1 −1 −1
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà ñó äàòè âåêòîðè êîìïëàíàðíè, øòî çíà÷è äà ñå ïðàâå m è n íàëàçå

ó èñòîj ðàâíè. Êàêî âåêòîðè ïðàâàöà îâèõ ïðàâèõ íèñó êîëèíåàðíè, ñëåäè äà ñå äàòå ïðàâå

ñåêó.

(á) Îçíà÷èìî ñà α ðàâàí ó êîjîj ñå íàëàçå ïðàâå m è n. Ïðåìà óñëîâó çàäàòêà çíàìî äà òà÷êà
S (1, 0, 3) ïðèïàäà òðàæåíîj ðàâíè π. Äà áèñìî îäðåäèëè jåäíà÷èíó ðàâíè π, ïîòðåáíî jå
äà ïðîíà¢åìî »åí âåêòîð íîðìàëå −→nπ. Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó ðàâíè π è α ïàðàëåëíå, ñëåäè

äà ñó »èõîâè âåêòîðè íîðìàëà −→nπ è −→nα êîëèíåàðíè. Êàêî ïðàâå m è n ëåæå ó ðàâíè α,
âåêòîð íîðìàëå òå ðàâíè jå êîëèíåàðàí ñà −→vm ×−→vn. Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà −→vm è −→vn
jå

−→vm ×−→vn =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 −1 2
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (3, 3, 0) .

Äàêëå, âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α jå −→nα = (1, 1, 0), îäàêëå ñëåäè äà jå âåêòîð íîðìàëå ðàâíè

π jåäíàê −→nπ = (1, 1, 0). Êàêî òà÷êà S (1, 0, 3) ïðèïàäà ðàâíè π, ñëåäè äà jå »åíà jåäíà÷èíà

π : x+ y − 1 = 0.
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